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Penelitian ini bertujuan untuk mengenalkan konsep pelabelan sisi prima ganjil pada graf. 
Misalkan 𝐺 adalah graf terhubung sederhana, pelabelan sisi prima ganjil pada graf 𝐺 adalah 
fungsi bijektif 𝑓: 𝐸(𝐺) →  {1,3, . . . ,2|𝐸(𝐺)| − 1} sedemikian sehingga setiap sisi yang 
bersisian dengan titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) memiliki label relatif prima. Metode penelitian yang digunakan 
dalam penelitian ini adalah deskriptif aksiomatik dan pendeteksian pola. Peneliti membuktikan 
bahwa graf lintasan, graf siklus, graf centipede, graf sisir, graf pohon 𝑌, dan graf ulat teratur 
adalah graf sisi prima ganjil. Dalam penelitian ini juga didapatkan bahwa tidak semua graf dapat 
dilabeli dengan pelabelan sisi prima ganjil, seperti graf bintang 𝑆𝑛 dengan 𝑛 ≥ 5. Penelitian ini 
diharapkan dapat menambah literatur terutama pada konsep pelabelan graf. 

 

This research aims to introduce the concept of odd prime edge labelling on graphs. Let 𝐺 be a 
simple connected graph, odd prime edge labelling on graph 𝐺 is a bijective function 𝑓: 𝐸(𝐺) →
 {1,3, . . . ,2|𝐸(𝐺)| − 1} such that every edge adjacent to a vertex 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) has a relatively 
prime label. The research methods used in this study are axiomatic descriptive and pattern 
detection. We prove that path graphs, cycle graphs, centipede graphs, comb graphs, Y-tree 
graphs, regular caterpillar graphs are odd prime edge graphs. This research also found that not 
all graphs can be labelled with odd prime edge labelling, such as the star graph 𝑆𝑛 with 𝑛 ≥ 5. 
This research is expected to add to the literature, especially on the concept of graph labelling. 
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PENDAHULUAN 

Teori graf adalah cabang ilmu matematika yang memiliki berbagai aplikasi dalam memecahkan permasalahan 
dalam kehidupan sehari-hari. Dalam aplikasinya, teori graf menggunakan titik sebagai representasi objek dan sisi 
sebagai representasi antar objek (Mahmudah, 2022). Secara matematis graf biasanya dinotasikan 𝐺(𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) 
yaitu pasangan himpunan tak kosong 𝑉(𝐺) yang disebut dengan titik dan himpunan sisi 𝐸(𝐺) yang boleh kosong 
dari pasangan tak terurut titik-titik dalam 𝑉(𝐺) (Wallis, 2001). Leonhard Euler adalah orang pertama yang 
memecahkan permasalahan memanfaatkan teori graf. Permasalahaan tersebut adalah teka-teki Jembatan 
Königsberg tentang kemungkinan seseorang melalui seluruh pulau dengan melewati tujuh jembatan tepat satu kali 
yang terdapat di sepanjang sungai. Leonhard Euler berpendapat bahwa tidak mungkin untuk melewati semua 
tujuh jembatan di kota tersebut tanpa melewati salah satu jembatan lebih dari sekali. Dalam memecahkan 
permasalahan tersebut, Euler mewakilkan daratan dengan titik dan jembatan dengan sisi (Chartrand, 1977). Topik 
dalam teori graf semakin berkembang hingga saat ini, salah satunya adalah topik pelabelan graf. 

Pelabelan graf adalah pemetaan anggota-anggota graf (titik, sisi, ataupun keduanya) ke bilangan bulat dengan 
aturan-aturan tertentu (Komarullah, 2023). Pelabelan graf dibagi menjadi tiga macam berdasarkan domainya yaitu 
pelabelan titik (domain berupa titik), pelabelan sisi (domain berupa sisi), dan pelabelan total (domain berupa titik 
dan sisi) (Julaeha dkk., 2017). Terdapat lebih dari 200 jenis pelabelan graf yang telah dikembangkan hingga saat ini 
(Komarullah dkk., 2022). Salah satu jenis pelabelan yang telah dikembangkan adalah pelabelan prima yang 
dikenalkan oleh Entringer dan dipopulerkan oleh Tout dkk. (1982).  

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://doi.org/10.21831/pythagoras.v20i1.82642
https://doi.org/10.21831/pythagoras.v20i1.82642


PYTHAGORAS: Jurnal Matematika dan Pendidikan Matematika, 20 (1), 2025 - 56 

Hafif Komarullah, M. Adi Cahyono, Zulfi Jummala Khilda Maulidi 

 

 

Copyright © 2025, Pythagoras, Print ISSN: 1978-4538, Online ISSN: 2527-421X 

Definisi 1. (Tout dkk., 1982, Pelabelan Prima) 
Pelabelan prima pada graf 𝐺 adalah fungsi bijektif 𝑓: 𝑉(𝐺) → {1,2, … , |𝑉(𝐺)|} sedemikian sehingga titik yang 
bertetangga memiliki  label relatif prima.  
 
Definisi 2. (Rosen, 2011, Bilangan Relatif Prima) 
Dua bilangan bulat 𝑎 dan 𝑏 dikatakan relatif prima apabila 𝐺𝐶𝐷(Great Common Divisor) kedua bilangan adalah 1. 

 
Graf yang dapat dilabeli dengan pelabelan prima disebut graf prima. Peneliti sebelumnya telah banyak yang 

meneliti tentang pelabelan prima pada beberapa kelas graf. Tout dkk. (1982) menunjukkan bahwa graf ulat dengan 
derajat maksimum 5,  graf 𝐶𝑛⨀𝐾̅𝑛, graf lintasan, dan graf bintang adalah graf prima. Graf 𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐺, 𝑣0, 𝑡) dengan 
𝐺 adalah siklus, lintasan, dan roda genap merupakan graf prima (Lee dkk., 1988). Fu & Huang (1994) menunjukkan 
bahwa graf pohon dengan order kurang dari 16 dan graf 𝑃(𝑛, 𝑘) dengan 𝑘 ≤ 14 adalah graf prima. Robertson & 
Small (2009) menunjukkan bahwa graf pohon palm, graf pohon binomial, dan graf pohon pisang adalah graf prima. 
Ganesan dkk. (2019) menunjukkan bahwa graf payung, graf ubur-ubur, graf H, graf 𝑃𝑎,𝑏, dan graf 𝐿𝐼𝐶𝑛 adalah graf 
prima. Hasil survei lengkap tentang pelabelan prima dapat dilihat pada Gallian (2022). 

Peneliti lain juga mengembangkan pelabelan prima menjadi beberapa macam, salah satunya pelabelan 
koprima (Berliner dkk., 2016), pelabelan prima ganjil (Prajapati & Shah, 2018), pelabelan sisi relatif prima (Janani & 
Ramachandran, 2022), pelabelan sisi koprima (Janani & Ramachandran, 2023), dan pelabelan total koprima 
(Komarullah, 2024). 

 
Definisi 3. (Prajapati & Shah, 2018, Pelabelan Prima Ganjil) 
Pelabelan prima ganjil adalah fungsi bijektif 𝑓: 𝑉(𝐺) →  {1, 3, . . . , 2|𝑉(𝐺)| − 1} sedemikian sehingga label titik 
yang bertetangga relatif prima. 
 
Definisi 4. (Janani & Ramachandran, 2022, Pelabelan Sisi Relatif Prima) 
Pelabelan sisi relatif prima pada graf 𝐺 adalah fungsi bijektif 𝑓: 𝐸(𝐺) →  {1,2,3, . . . , |𝐸(𝐺)|} sedemikian sehingga 
setiap sisi yang bersisian dengan titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) memiliki label relatif prima. 
 
Definisi 5. (Hora & Obata, 2007, Operasi comb). 
Misalkan 𝐺 dan 𝐻 adalah graf terhubung dan 𝑢 ∈ 𝑉(𝐻). Operasi comb dari graf 𝐺 dan graf 𝐻 dinotasikan dengan 
𝐺 ⊳ 𝐻 adalah graf yang dibentuk dengan mengambil satu salinan 𝐺 dan |𝐺| salinan dari 𝐻 selanjutnya 
melekatkan titik 𝑢 dari masing-masing graf 𝐻 salinan ke-𝑖 pada titik ke-𝑖 dari graf 𝐺. 
 

Terinspirasi dari penelitian sebelumnya, maka dalam penelitian ini dikenalkan suatu konsep baru yaitu 
pelabelan sisi prima ganjil. Misalkan diberikan sebarang graf 𝐺, pelabelan sisi prima ganjil pada graf 𝐺 adalah fungsi 
bijektif 𝑓: 𝐸(𝐺) →  {1,3, . . . ,2|𝐸(𝐺)| − 1} sedemikian sehingga setiap sisi yang bersisian dengan titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) 
memiliki label relatif prima. Graf yang dapat dilabeli dengan pelabelan sisi prima ganjil disebut graf sisi prima ganjil. 
Dalam penelitian ini, akan dibuktikan bahwa graf lintasan, graf siklus, graf centipede, graf sisir, graf pohon 𝑌, dan 
graf ulat teratur adalah graf sisi prima ganjil. Penelitian ini diharapkan dapat menambah literatur terutama pada 
konsep pelabelan graf. Dalam membuktikan dua bilangan relatif prima, maka digunakan Lemma berikut. 
Lemma 1. (Komarullah dkk., 2024) 
Misalkan 𝑎 ≡ 1 mod 2. Jika bilangan bulat positif 𝑟 tidak memiliki faktor ganjil selain satu, maka 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑎 +
𝑟) = 1. 

METODE 

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah deskriptif aksiomatik dan pendeteksian pola. 
Studi pustaka dilakukan dengan menggali informasi dari tesis, disertasi, jurnal, buku ataupun sumber lain yang 
terpercaya terkait pelabelan prima dan perkembangannya. Metode deskriptif aksiomatik digunakan dengan cara 
menyajikan beberapa definisi, lemma atau teorema sebelumnya sebagai acuan untuk pembuktian teorema yang 
diperoleh dalam penelitian ini. Pendeteksian pola dilakukan untuk mendapatkan fungsi umum dari pelabelan sisi 
prima ganjil yang telah dilakukan pada sebarang graf 𝐺 dengan order tertentu. 
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HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bagian ini dibahas tentang pelabelan sisi prima ganjil pada graf lintasan, graf siklus, graf centipede, graf 
sisir, graf pohon 𝑌, dan graf ulat teratur. 

 
1. Graf lintasan 

Graf lintasan dinotasikan dengan 𝑃𝑛 adalah graf dengan barisan berselang-seling antara titik dan sisi yang 
berbentuk 𝑣0, 𝑒1, 𝑣1, 𝑒2, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛, 𝑣𝑛 (Hartsfield & Ringel, 2003). Himpunan titik dan sisi pada graf 
lintasan adalah sebagai berikut. 
𝑉(𝑃𝑛) = {𝑣𝑖; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} 
𝐸(𝑃𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑖+1; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1} 
Ilustrasi dari penotasian titik dan sisi pada graf lintasan dapat dilihat pada Gambar 1. 
 

 
Gambar 1. Penotasian titik dan sisi pada graf lintasan 𝑃𝑛 

 
Teorema 1. Untuk setiap 𝑛 ≥ 2, graf lintasan (𝑃𝑛) merupakan graf sisi prima ganjil. 
Bukti. Graf lintasan memiliki 𝑛 titik dan 𝑛 − 1 sisi. Untuk menunjukkan bahwa graf lintasan merupakan graf sisi 
prima ganjil yaitu dengan membangun fungsi yang memenuhi kaidah pelabelan sisi prima ganjil. Definisikan fungsi 
𝑓: 𝐸(𝑃𝑛) → {1, 3, … ,2𝑛 − 3} sebagai berikut. 
𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) = 2𝑖 − 1; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1. 

Diketahui bahwa untuk |𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) − 𝑓(𝑣𝑖+1𝑣𝑖+2)| = 2 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 2. Karena 2 tidak 

memiliki faktor ganjil selain 1, maka berdasarkan Lemma 1 diperoleh bahwa  𝑔𝑐𝑑(𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1), 𝑓(𝑣𝑖+1𝑣𝑖+2)) =

1 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 2. Terbukti bahwa fungsi 𝑓 memenuhi kaidah pelabelan sisi prima ganjil, sehingga graf 
lintasan adalah graf sisi prima ganjil.■ 
Sebagai contoh dari Teorema 1 dapat dilihat pada Gambar 2. 
 

 
Gambar 2. Pelabelan sisi prima ganjil pada graf lintasan 𝑃7 

 
2. Graf siklus 

Graf siklus dinotasikan dengan 𝐶𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3 adalah graf terhubung sederhana yang memilik 𝑛 titik dan 𝑛 
sisi, yang setiap titiknya berderajat dua (Rosen, 2003). Penotasian titik dan sisi pada graf siklus sebagai berikut. 
𝑉(𝐶𝑛) = {𝑣𝑖; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} 
𝐸(𝐶𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑖+1; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1} ∪ {𝑣𝑛𝑣1} 
Contoh penotasian titik dan sisi pada graf siklus dapat dilihat pada Gambar 3. 

 
Gambar 3. Penotasian titik dan sisi pada graf siklus 𝐶𝑛 
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Teorema 2. Untuk setiap 𝑛 ≥ 3, graf siklus (𝐶𝑛) merupakan graf sisi prima ganjil. 
Bukti. Dengan  cara yang  sama, untuk  menunjukkan  bahwa  graf  siklus   merupakan  graf sisi  prima  ganjil               
yaitu dengan membangun fungsi yang memenuhi kaidah pelabelan sisi prima ganjil. Definisikan  fungsi 
𝑓: 𝐸(𝐶𝑛) → {1, 3, … ,2𝑛 − 1} sebagai berikut. 
𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) = 2𝑖 − 1; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1. 
𝑓(𝑣𝑛𝑣1) = 2𝑛 − 1 

Label sisi 𝑣1𝑣2 bernilai 1, sehingga relatif prima dengan label sisi 𝑣𝑛𝑣1. Diketahui bahwa untuk 
|𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) − 𝑓(𝑣𝑖+1𝑣𝑖+2)| = 2 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 2. Karena 2 tidak memiliki faktor ganjil selain 1, 

maka berdasarkan Lemma 1 diperoleh bahwa  𝑔𝑐𝑑((𝑣𝑖𝑣𝑖+1), 𝑓(𝑣𝑖+1𝑣𝑖+2)) = 1 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 2. 

Terbukti bahwa fungsi 𝑓 memenuhi kaidah pelabelan sisi prima ganjil, sehingga graf siklus adalah graf sisi prima 
ganjil.■ 
Contoh pelabelan sisi prima ganjil pada graf siklus dapat dilihat pada Gambar 4. 

 
Gambar 4. Pelabelan sisi prima ganjil pada graf siklus 𝐶6 

 
3. Graf centipede 

Graf centipede dengan order 2𝑛 dinotasikan dengan 𝑛 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒 adalah graf yang isomorfis  dengan 
𝑃𝑛 ⊳ 𝑃2 (operasi comb 𝑃𝑛 dan 𝑃2). Graf  𝑛 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒 diperoleh dengan menduplikasi 𝑃2 sebanyak 𝑛 salinan 
dan kemudian menempelkan setiap duplikasi 𝑃2  pada   setiap   titik  di  𝑃𝑛.  Penotasian  titik  dan sisi  pada graf 
𝑛 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒 sebagai berikut. 
𝑉(𝑛 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒) = {𝑣𝑖; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} ∪ {𝑢𝑖; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} 
𝐸(𝑛 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒) = {𝑣𝑖𝑣𝑖+1; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1} ∪ {𝑢𝑖𝑣𝑖; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} 
Contoh graf 𝑛 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒 dapat dilihat pada Gambar 5. 

 
Gambar 5. Penotasian titik dan sisi pada graf 𝑛 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒 

 
Teorema 3. Untuk setiap 𝑛 ≥ 3, graf 𝑛 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒 merupakan graf sisi prima ganjil. 
Bukti. Dengan cara yang sama, untuk menunjukkan bahwa graf 𝑛 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒 merupakan graf sisi prima ganjil 
yaitu dengan membangun fungsi yang memenuhi kaidah pelabelan sisi prima ganjil. Definisikan fungsi 
𝑓: 𝐸(𝑛 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒) → {1, 3, … ,4𝑛 − 3} sebagai berikut. 
𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖) = 4𝑖 − 3; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. 
𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) = 4𝑖 − 1; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1. 

 
Diketahui bahwa |𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖) − 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1)| = 2 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1. Karena 2 tidak memiliki faktor 

ganjil selain 1, maka berdasarkan Lemma 1 diperoleh bahwa 𝑔𝑐𝑑(𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖), 𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1)) = 1 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 −

1. Diketahui |𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) − 𝑓(𝑣𝑖+1𝑣𝑖+2)| = 4 dengan 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 2. Bilangan 4 tidak memiliki faktor ganjil 

selain 1, sehingga berdasarkan Lemma 1 diperoleh bahwa  𝑔𝑐𝑑(𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1), 𝑓(𝑣𝑖+1𝑣𝑖+2)) = 1 dengan 𝑖 =

1, 2, … , 𝑛 − 1. Terbukti bahwa fungsi 𝑓 memenuhi kaidah pelabelan sisi prima ganjil, sehingga graf 𝑛 −
𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒 adalah graf sisi prima ganjil.■ 
Contoh pelabelan sisi prima ganjil pada graf 5 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒 dapat dilihat pada Gambar 6. 
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Gambar 6. Pelabelan sisi prima ganjil pada graf 5 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒 

 
4. Graf sisir 

Graf sisir dengan 2𝑛 + 1 dinotasikan dengan 𝐶𝑏𝑛 merupakan graf yang isomorfis dengan graf hasil operasi 
identifikasi titik graf lintasan 𝑃2 dan graf 𝑛 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒 dengan menempelkan salah satu titik 𝑃2 ke salah satu 
titik berderajat dua (titik 𝑣1 atau titik 𝑣𝑛) pada graf 𝑛 − 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑖𝑝𝑒𝑑𝑒. Penotasian titik dan sisi pada graf sisir adalah 
sebagai berikut. 
𝑉(𝐶𝑏𝑛) = {𝑣0} ∪ {𝑣𝑖; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} ∪ {𝑢𝑖; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} 
𝐸(𝐶𝑏𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑖+1; 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛 − 1} ∪ {𝑢𝑖𝑣𝑖; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} 
Contoh graf sisir 𝐶𝑏𝑛 dapat dilihat pada Gambar 7. 

 
Gambar 7. Penotasian titik dan sisi pada graf sisir 𝐶𝑏𝑛 

 
Teorema 4. Untuk setiap 𝑛 ≥ 3, graf sisir 𝐶𝑏𝑛 merupakan graf sisi prima ganjil. 
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa graf sisir 𝐶𝑏𝑛 merupakan graf sisi prima ganjil yaitu dengan membangun fungsi 
yang memenuhi kaidah pelabelan sisi prima ganjil. Definisikan fungsi 𝑓: 𝐸(𝐶𝑏𝑛) → {1, 3, … ,4𝑛 − 1} sebagai 
berikut. 
𝑓(𝑢𝑖𝑣𝑖) = 4𝑖 − 1; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛. 
𝑓(𝑣𝑖𝑣𝑖+1) = 4𝑖 + 1; 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛 − 1. 

 
Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa fungsi 𝑓 memenuhi kaidah pelabelan sisi prima ganjil, sehingga graf 

sisir 𝐶𝑏𝑛 adalah graf sisi prima ganjil.■ 
Contoh pelabelan sisi prima ganjil pada graf sisir 𝐶𝑏5 dapat dilihat pada Gambar 8. 

 
Gambar 8. Pelabelan sisi prima ganjil pada graf sisir 𝐶𝑏5 

 
5. Graf pohon Y 

Graf pohon 𝑌 berorder 3𝑛 + 1 dinotasikan dengan 𝑌(𝑃𝑛
3) merupakan graf yang dibangun dari menduplikasi 

graf lintasan 𝑃𝑛+1 dan menempelkan setiap titik ujungnya menjadi satu. Penotasian titik dan sisi pada graf pohon 
𝑌 sebagai berikut. 

𝑉(𝑌(𝑃𝑛
3)) = {𝑢𝑖; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛} ∪ {𝑣𝑗; 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛} ∪ {𝑤𝑘; 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛} 

𝐸(𝑌(𝑃𝑛
3)) = {𝑢𝑖𝑢𝑖+1; 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛 − 1} ∪ {𝑢𝑜𝑣1, 𝑣𝑗𝑣𝑗+1; 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 − 1} ∪ {𝑢0𝑤1, 𝑤𝑘𝑤𝑘+1; 𝑘

= 1, 2, … , 𝑛 − 1} 
Ilustrasi penotasian titik dan sisi pada graf pohon 𝑌(𝑃𝑛

3) dapat dilihat pada Gambar 9. 
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Gambar 9. Penotasian titik dan sisi pada graf pohon 𝑌(𝑃𝑛

3)  
Teorema 5. Untuk setiap 𝑛 ≥ 2, graf pohon 𝑌(𝑃𝑛

3) merupakan graf sisi prima ganjil. 
Bukti. Akan ditunjukkan bahwa graf pohon 𝑌(𝑃𝑛

3) merupakan graf sisi prima ganjil yaitu dengan membangun 
fungsi yang memenuhi kaidah pelabelan sisi prima ganjil. Definisikan fungsi 𝑓: 𝐸(𝑌(𝑃𝑛

3)) → {1, 3, … ,6𝑛 − 1} 
sebagai berikut. 
𝑓(𝑢𝑖𝑢𝑖+1) = 2𝑖 + 1; 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛 − 1. 
𝑓(𝑢0𝑤1) = 4𝑛 − 1. 
𝑓(𝑤𝑘𝑤𝑘+1) = 4𝑛 − 2𝑘 − 1; 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛 − 1. 
𝑓(𝑢0𝑣1) = 4𝑛 + 1. 
𝑓(𝑣𝑗𝑣𝑗+1) = 4𝑛 + 1 + 2𝑗; 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 − 1. 

 
Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa fungsi 𝑓 memenuhi kaidah pelabelan sisi prima ganjil, sehingga graf 

pohon 𝑌 𝑃𝑛
3 adalah graf sisi prima ganjil.■ 

Contoh pelabelan sisi prima ganjil pada graf pohon 𝑌(𝑃3
3) dapat dilihat pada Gambar 10. 

 
Gambar 10. Pelabelan sisi prima ganjil pada graf pohon 𝑌(𝑃3

3)  
 

6. Graf ulat teratur 
Graf ulat teratur 𝐶𝑚,𝑛 berorder 𝑚𝑛 + 𝑚 adalah graf yang dibangun dari hasil operasi comb graf lintasan dan 

graf bingtang (𝑃𝑚 ⊳ 𝑆𝑛) dengan menempelkan titik berderajat 𝑛 dari setiap salinan graf bintang 𝑆𝑛 pada setiap 
titik pada graf  lintasan 𝑃𝑚 (Harary, 1994). Dalam penelitian ini dibahas tentang pelabelan sisi prima ganjil pada graf 
ulat teratur 𝐶𝑚,2. Penotasian titik dan sisi pada graf ulat teratur 𝐶𝑚,2 adalah sebagai berikut. 

𝑉(𝐶𝑚,2) = {𝑤𝑖; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚} ∪ {𝑢𝑖; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚} ∪ {𝑣𝑖; 𝑖 == 1, 2, … , 𝑚} 

𝐸(𝐶𝑚,2) = {𝑤𝑖𝑤𝑖+1; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚 − 1} ∪ {𝑤𝑖𝑣𝑖, 𝑤𝑖𝑢𝑖; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚} 
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Contoh penotasian titik dan sisi pada graf ulat teratur 𝐶𝑚,2 dapat dilihat pada Gambar 11. 

 
Gambar 11. Penotasian titik dan sisi pada graf ulat teratur 𝐶𝑚,2 

 
Teorema 6. Untuk setiap 𝑚 ≥ 2, graf ulat teratur 𝐶𝑚,2 merupakan graf sisi prima ganjil. 

Bukti. Dengan cara yang sama untuk menunjukkan bahwa graf ulat teratur 𝐶𝑚,2 merupakan graf sisi prima ganjil 
yaitu dengan membangun fungsi yang memenuhi kaidah pelabelan sisi prima ganjil. Definisikan fungsi 

𝑓: 𝐸(𝐶𝑚,𝑛) → {1, 3, … ,6𝑚 − 3} sebagai berikut. 

𝑓(𝑣𝑖𝑤𝑖) = 6𝑖 − 5; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚. 
𝑓(𝑢𝑖𝑤𝑖) = 6𝑖 − 3; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚. 
𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1) = 6𝑖 − 1; 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚 − 1. 

 
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa setiap sisi yang bersisian dengan titik yang sama memiliki label relatif 

prima. Hal tersebut akan ditunjukkan sebagai berikut. 
a. Label sisi 𝑣𝑖𝑤𝑖  dan label sisi 𝑢𝑖𝑤𝑖 

Diketahui bahwa |𝑓(𝑣𝑖𝑤𝑖) − 𝑓(𝑢𝑖𝑤𝑖)| = |(6𝑖 − 5) − (6𝑖 − 3)| = 2 dengan 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚. Karena 2 

tidak memiliki faktor ganjil selain 1, maka berdasarkan Lemma 1 𝑔𝑐𝑑(𝑓(𝑣𝑖𝑤𝑖), 𝑓(𝑢𝑖𝑤𝑖)) = 1 dengan 𝑖 =

1, 2, . . . , 𝑚. Terbukti bahwa sisi 𝑣𝑖𝑤𝑖  dan sisi 𝑢𝑖𝑤𝑖 memililki label yang relatif prima. 
b. Label sisi 𝑣𝑖𝑤𝑖  dan label sisi 𝑤𝑖𝑤𝑖+1 

Diketahui bahwa |𝑓(𝑣𝑖𝑤𝑖) − 𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1)| = |(6𝑖 − 5) − (6𝑖 − 1)| = 4 dengan 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 − 1. 

Karena 4 tidak memiliki faktor ganjil selain 1, maka berdasarkan Lemma 1 𝑔𝑐𝑑(𝑓(𝑣𝑖𝑤𝑖), 𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1)) =

1 dengan 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 − 1. Terbukti bahwa sisi 𝑣𝑖𝑤𝑖  dan sisi 𝑤𝑖𝑤𝑖+1 memililki label yang relatif prima. 
c. Label sisi 𝑢𝑖𝑤𝑖 dan label sisi 𝑤𝑖𝑤𝑖+1 

Diketahui bahwa |𝑓(𝑢𝑖𝑤𝑖) − 𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1)| = |(6𝑖 − 3) − (6𝑖 − 1)| = 2 dengan 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 − 1. 

Karena 2 tidak memiliki faktor ganjil selain 1, maka berdasarkan Lemma 1 𝑔𝑐𝑑(𝑓(𝑢𝑖𝑤𝑖), 𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1)) = 1 

dengan 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 − 1.  Terbukti bahwa sisi 𝑢𝑖𝑤𝑖 dan sisi 𝑤𝑖𝑤𝑖+1 memililki label yang relatif prima. 
d. Label sisi 𝑤𝑖𝑤𝑖+1 dan label sisi 𝑤𝑖+1𝑤𝑖+2 

Misalkan 𝑔𝑐𝑑(𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1), 𝑓(𝑤𝑖+1𝑤𝑖+2)) = 𝑔𝑐𝑑((6𝑖 − 1), (6𝑖 + 5)) = 𝑘 dengan 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 −

2.  Diketahui bahwa 𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1) ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 dan  𝑓(𝑤𝑖+1𝑤𝑖+2) ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3, sehingga 𝑘 ≠ 3. Misalkan 
6𝑖 − 1 = 𝑘𝑥 dan 6𝑖 + 5 = 𝑘𝑦, maka 𝑘(𝑦 − 𝑥) = 6. Karena 𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1) dan  𝑓(𝑤𝑖+1𝑤𝑖+2) bernilai 
ganjil, maka harus ganjil. Bilangan 6 memiliki faktor ganjil 1 dan 3. Karena 𝑘 ≠ 3, maka 𝑘 = 1. Terbukti 

𝑔𝑐𝑑(𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1), 𝑓(𝑤𝑖+1𝑤𝑖+2)) = 1 dengan 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 − 1. 

e. Label sisi 𝑤𝑖𝑤𝑖+1 dan label sisi 𝑤𝑖+1𝑣𝑖+1 
Diketahui bahwa |𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1) − 𝑓(𝑤𝑖+1𝑣𝑖+1)| = |(6𝑖 − 1) − (6𝑖 + 1)| = 2 dengan 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 −
1. Karena 2 tidak memiliki faktor ganjil selain 1, maka berdasarkan Lemma 1 

𝑔𝑐𝑑(𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1), 𝑓(𝑤𝑖+1𝑣𝑖+1)) = 1 dengan 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 − 1.  Terbukti bahwa sisi 𝑤𝑖𝑤𝑖+1 dan sisi 

𝑤𝑖+1𝑣𝑖+1 memililki label yang relatif prima. 
f. Label sisi 𝑤𝑖𝑤𝑖+1 dan label sisi 𝑤𝑖+1𝑢𝑖+1 

Diketahui bahwa |𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1) − 𝑓(𝑤𝑖+1𝑢𝑖+1)| = |(6𝑖 − 1) − (6𝑖 + 3)| = 4 dengan 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 −
1. Karena 4 tidak memiliki faktor ganjil selain 1, maka berdasarkan Lemma 1 

𝑔𝑐𝑑(𝑓(𝑤𝑖𝑤𝑖+1), 𝑓(𝑤𝑖+1𝑢𝑖+1)) = 1 dengan 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 − 1.  Terbukti bahwa sisi 𝑤𝑖𝑤𝑖+1 dan sisi 

𝑤𝑖+1𝑢𝑖+1 memililki label yang relatif prima. 
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Berdasarkan uraian diatas, dapat ditunjukkan bahwa label setiap sisi yang bersisian dengan titik yang sama 
memiliki label relatif prima. Terbukti bahwa graf ulat teratur 𝐶𝑚,2 adalah graf sisi prima ganjil.■ 

Sebagai contoh dari pelabelan sisi prima ganjil pada graf ulat teratur dapat dilihat pada Gambar 12. 

 
Gambar 12. Pelabelan sisi prima ganjil pada graf ulat teratur 𝐶5,2 

 
Dalam penelitian ini penulis belum mendapatkan fungsi pelabelan sisi prima ganjil secara umum untuk nilai 

𝑛 > 2 pada graf ulat teratur 𝐶𝑚,𝑛. 
 

Masalah Terbuka 1. Tentukan pelabelan sisi prima ganjil pada graf ulat teratur 𝐶𝑚,𝑛 untuk 𝑛 > 2. 
Dalam topik pelabelan sisi prima ganjil, tidak semua graf dapat dilabeli dengan pelabelan sisi prima ganjil 

seperti graf bintang  𝑆𝑛 dengan order 𝑛 + 1 dan 𝑛 ≥ 5. Sebagai contoh untuk graf bintang 𝑆5 memiliki ukuran 5 
dan setiap sisinya bersisian dengan titik yang sama. Berdasarkan kaidah pelabelan sisi prima ganjil, label yang dapat 
digunakan adalah {1, 3, 5, 7, 9}. Jelas bahwa label 3 dan label 9 tidak relatif prima. Akibatnya, graf bintang 𝑆5 tidak 
dapat dilabeli dengan kaidah pelabelan sisi prima ganjil. 

SIMPULAN 

Berdasarkan hasil dan pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa graf lintasan, graf siklus, graf centipede, 
graf sisir, graf pohon Y, dan graf ulat teratur adalah graf sisi prima ganjil. Dalam penelitian ini pada graf ulat teratur 
hanya dibahas tentang pelabelan sisi prima ganjil pada graf 𝐶𝑚,2. Dalam penelitian ini juga didapatkan bahwa tidak 
semua graf dapat dilabeli dengan pelabelan sisi prima ganjil, seperti graf bintang 𝑆𝑛 dengan 𝑛 ≥ 5. Peneliti lain 
dapat melanjutkan pelabelan sisi prima ganjil pada graf ulat teratur 𝐶𝑚,𝑛 atau kelas graf lainnya. 
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