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PENERAPAN DIAGONALISASI MATRIKS DALAM
GENETIKA TERAPAN

Oleh :
Kristina Wijayanti
(FPMIPA IKIP Yogyakarta)

Abstrak

Untuk mendapatkan bibit unggul pada tanaman dan hewan ternak, perlu
dilakukan seleksi genetik, Sifat-sifat yang diinginkan pada varietas unggul diseleksi dari
beberapa generasi. Tulisan ini bertujuan untuk menyajikan penerapan beberapa konsep
dalam aljabar linier, khususnya nilai dan vektor eigen seria diagnonalisasi matriks,
dalam genetika.

Pandang M suatu matriks bujursangkar yang dapat didiagonalkan. Dengan
menggunakan konscp nilai dan vektor eigen serta diagonalisasi matriks dapat diperoleh
prosedur untuk mendiagonalkan matriks M, sehingga dengan mudah dapat dihitung
Mn, dengan n bilangan asli. -

Jika diketahui distribusi genotip dan pola perkawinan dalam suatu populasi
dapat diramalkan distribusi genotip tersebut seielah generasi ke-n. Hal ini dapat
dilakukan dengan menggunakan perhitungan diagonalisasi matriks yang
komponen-komponennya dapat diperoleh dari peluang pemunculan genotip turunan
ke-n untuk kombinast dari kedua induk.

Pendahuluan

Banyak mahasiswa mengatakan bahwa konsep-konsep dalam aljabar
linier bersifat abstrak dan tidak jelas manfaatnya. Tulisan ini bertujuan
untuk menyajikan penerapan beberapa konsep dalam aljabar linier,
khususnya nilai dan vektor eigen serta diagonalisasi matriks, dalam genctika
terapan, yaitu pendugaan distribusi sifat pada generasi ke-n. Hal ini berguna
untuk menunjukkan bahwa konsep-konsep tersebut bermanfaat untuk
menyelesaikan masalah- masalah di dunia nyata. Dengan demikian, akan
mengurangi kesan abstrak konsep itu sendiri.

Berikut ini disajikan konsep-konsep yang akan digunakan dalam
contoh penerapannya. '

Diagonalisasi Matriks

Jika M suatu matriks bujursangkar bukan hal yang mudah untuk
menghitung M " dengan n suatu bilangan asli. Akan tetapi jika M suatu
matriks diagonal, dengan mudah dapat dihitung M ". Oleh karena ity, jika M
bukan matriks diagonal, harus dicari suatu cara untuk menghitung M
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dengan mudah. Pada bagian ini, akan dikemukakan beberapa definisi dan
teorema yang diperlukan untuk mendapatkan prosedur dalam menghitung
Mn, dengan’ M suatu matriks yang dapat didiagonalkan, Karcna
teorema-teorema di sini bukanlah sesuatu yang baru, maka tidak akon
dibuktikan kecuali pada teorema yang langkah buktinya diperlukan uniuk
pembicaraan berikuinya. .

Definisi 1. Misalkan A suatu matris gxq. Vektor tak-nol x Ed?
disebut vektor eigen dari A jika Ax = A x, untuk suatu skalar A. Skaiar A
disebut nilui eigen dari A dan x disebut vekor eigen yang bersesuian dengan A..

Teorema berikut memberikan syarat cukup dan perlu agar yl
merupakan nilai eigen.

Teorema 1. Jika A suatu matriks qxq, maka A merupakan nilai cigen
dari A jika dan hanya jika A akar real dari persamaan karateristik det (A -
A1) = 0.

Definisi 2. Suatu matriks bujursangkar A dikatakan dupat didiagonal-
kan jika ada matriks P yang mempunyai invers schingga P =1 AP matriks
diagonal. Matriks P disebut mendiagonalkan A.

Kriteria bahwa suatu matriks bujursangkar dapat didiagonalkan
tertuang dalam teorema berikut.

Teorema 2. Jika A suatu matriks gxq, maka A dapat didiagonalkan
jika dan hanya jika A mempunyai q vektor eigen yang bebas linier.

Bukti
(---->) Misalkan A dapat didiagonalkan. Maka terdapat matriks P yang

mempunyai invers sedemikian sehingga P ~1 AP matriks diagonal. Misalkan
P = (Pj) pgdan’P =1 AP = D dengan D = diag (A1 A2,....4¢)-

Maka AP PD = (P qqg diag(A142...Ag)
(A 1Az, Agrg)
dengan p i, pz,-P¢ menyatakan vektor-vektor kolom dari P

1

BerartiApi =A1p1,denganl = i< g

Karena P mempunyai invers maka vekior-vektor kolomnya semua tidak nol
dan bebas linier. Akibatnyad 1,4 2, ....4d 3 merupakan nilai-nilai eigen dari A
dan pi1, p2. - - -, Pg vektor-vekior eigen yang bersesuaian. Jadi A
mempunyai q vektor eigen yang bebas linier.

(e ) Misalkan A mempunyai q vektor eigen yang bebas linier p 1, p 2. .-
p ¢ dengan nilai-nilai eigen yang bersesuaian 2 1,4 2, e g

Misalkan P = (p1,, P 2 - P ¢ ) Yaitu matriks yang kolom-kolomnya p 1, p 2,
p ¢.Maka kolom-kolom dari AP adalah Ap1,, Ap2, .., Ap ¢ - Karena
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Apy = A1Pj, dengan 1 = i< ¢ maka AP = (A 1Aop2,.. Agpg) = PD
dengan D = diag (11 42,...44).

Karena vekior-vektor kolom dari P bebas linier maka P mempunyai invers.
JadiP "1 AP = D.

Dari bukti di atas, diperoleh prosedur untuk mendiagonalkan matriks A
yang dapat didiagonalkan sebagai berikut.

Langkah 1. Dicari nilai eigen dari matriks A, misalkanl 1,4 2, ..., A r dengan
r=aq. .

Langkah 2. Dica?‘i ¢ vektor eigen yang bebas linier, misalkan p 1,p2....,pq

Langkah 3. Dibentuk matriks P yang mempunyaip1,p2,...,p ¢ sebagai
vektor-vektor kolomnya.

Langkah4. P ~1AP matriks diagonal dengan entri diagonalnya nilai-nilai
eigen yang bersesuaian dengan vektor-vektor eigen p 1, p 2,. o Pg

Maka P "'AP = D untuk suatu matriks diagonal D, schingga A = PDP

dan akibatnya A" = PD"p "1,

Pada bagian berikut ini, akan dikemukakan beberapa konscp dalam
genetika yang diperlukan di sini.

Genetika

Ahii genetika membedakan antara gen dan sifat yang muncul dari
suatu individu. Gen yang sesungguhnya dari suatu individu disebut sebagai
genotipnya; sedangkan sifat yang muncul atau penampilan dari gen tesebut
disebut fenotipnya. Fenotip tidak hanya ditentukan oleh genotip tetapi juga
oleh interaksi genotip dengan lingkungannya,

Suatu individu mempunyai alela yang menentukan genotip suatu sifat
tertentu dari individu tersebul. Alela yang menunjukkan sifat dominan
ditandai dengan huruf besar, misalnya A dan untuk sifat resesil ditandai
dengan huruf kecil, misalnya a. Berarti pasangan alela yang mungkin adalah
pasangan yang ditandai dengan AA, Aa dan aa. Pasangan alela ini disebul
genotip individu dan genotip inilah yang menentukan sifat terientu dari
suatu individu. Sebagai contoh, pada tanaman kacang polong, ada genolip
yang menentukan warna hijau (H) atau kuning (h), bentuk licin (L) atau
berkerut (1), dll. Diasumsikan warna hijau dan bentuk licin bersifat
dominan. Maka genotip HH dan Hh menentukan warna hijau; genotip hh
menentukan warna kuning, genotip LL dan L1 menentukan bentuk licin dan
genotip Il menentukan bentuk berkerut.

Dalam warisan otosomal, suatu individu mewarisi satu alela dari
setiap pasangan alela induknya untuk membentuk pasangan alela individu
itu sendiri. Sebagai contoh, jika induk mempunyak genotip Aa untuk satu
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sifat tertentu, maka turunannya akan mewarisi alela A atau alela a dari
induk tersebut dengan peluang yang sama. Jadi, jika untuk satu sifat tertentu
induk jantan mempunyai genotip AA, maka turunannya akan menerima
alela A dari ntuk jantan dan alela A atau alela a dari induk betina dan,
sehingga turunannya akan mempunyai genotip AA atau Aa.

Dalam tulisan ini hanya akan dilihat satu sifat saja yaitu seperti pada
tanaman kacang polong hanya dilihat warna saja atau bentuk saja.

Tabel peluang pemunculan genotip yang dimiliki oleh turunan untuk
semua kombinasi dari genotip yang dimiliki oleh kedua induk sebagai
berikut :

Induk | AA-AA AA-Aa AA-aa AA-Aa AA-aa aa-aa
Turunan

AA 1 1/2 0 1/4 0 0
Aa 0 1/2 1 1/2 1/2 ]
aa 0 0 0 1/4 1/ 1

Berdasarkan hal di atas muncul permasalahan bagaimanakah cara
mendapatkan suatu sifat unggul dari individu tertentu? Masalah ini akan
dipecahkan menggunakan prosedur perhitungan yang melibatkan konsep
diagonalisasi matriks.

Pendugaan Distribusi Sifat pada Generasi ke-n

Dalam bidang pertanian, pemakaian prinsip-prinsip genetika paling
luas pemakaiannya. Usaha pemuliaan tanaman dan hewan ternak melalui
kegiatan seleksi guna mendapatkan varietas-varietas dan strain unggul
dilakukan dengan prinsip genetika. Sifat-sifat yang diinginkan pada varietas
dan strain unggul diseleksi dari beberapa generasi dan kemudian dijadikan
bibit unggul (Rondonuwu S., 1989:7).

Dalam rangka mendapatkan varietas unggul itulah muncul perma-
salahan seperti pada contoh berikut.

Contoh 1. Misalkan seorang petani mempunyai suatu populasi tumbuh.
Genotip dari tumbuhan tersebut terdiri dari suatu distribusi dari ketiga
macam genotip vang mungkin, yaitu AA, Aa, dan aa. Petani ini ingin
mengembangbiakkan tumbuhan tersebut dengan cara setiap tumbuhan
dalam populasi itu selalu dikawinkan dengan tumbuhan yang genotipnya Aa.
Setelah generasi ke-n, bagaimanakah distribusi dari ketiga genotip yang
mungkin dalam populasi tersebut?

Untuk menyelesaikan masalah tersebut, dimisalkan pada generasi
ke-n tumbuhan yang genotipnya AA sebanyak a, bagian, tumbuhan yang
genotipnya Aa sebanyak by bagian dan tumbuhan yang genotipnya aa
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sebanyak ¢pn. Berarti a4, by, Co \merupakan' distribusi permulaan dari
genofip-genotip itudana, + b, +c, =1dengan n=20,1,2, ..

Tabel peluang pemunculan genotip yang dimiliki oleh turunan untuk
semua kombinasi dari genotip yang dimiliki oleh kedua induk adalah sebagai
berikut :

tnduk AA-Aa Aa-Aa aa-Aa
Turunan
AA 1/2 1/4 0
Aa 1/2 1/2 1/2
aa 0 if4 1/2

Untuk bilangan asli n diperoleh sistem persamaan berikut :
ap =12an-1 + 14D a1
br =12ap-1 + 12bp-1 +12¢cnu-1
€n =1/M4bu-1 +12¢cp-1

Sistem persamaan di atas dapat dituliskan sebagai berikut :

an 12 1/4 0 an—1
bl =412 172 12| |ba-1 dengan n bilangan asli
Cn 0 14 12 |cu-1
an lfz 1/4 0 an-1
Jikax@v,iM= (12 12 12];x “ "D =|b,_; | makasistem
persamaan
Cn 0 /4 12 Cn-1
atas menjadix ®= Mx @1 yntuk setiap bilangan aslin . - (D

Karena persamaan (1) berlaku untuk setiap bilangan asli n, maka

x(n) = Mx(n—l) = sz(ﬂ—z) - = M"x(o).

Akibatnya, dapat ditentukan banyaknya tumbuhan yang genotipnya A, Aa,
dan aa pada generasi ke-n jika dapat dicari M". Hal ini dapat dilakukan
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dengan menggunakan langkah-langkah yang telah diperoleh pada bagian 1

di atas sebagai berikut.
Untuk mencari nilai eigen, telebih dahulu dicari determinan dari M -3 1.

12 -2 14 0
det M -AD) =det |12 12 -4 172
0 1/4 12 -4

=-121 (21 +1D-4 +1D.

Berarti nilai-nilai eigen dari matriks M adalah 0, 1/2, dan 1. Dengan mudah
dapat dicari vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 0, 1/2, dan 1

berturut-turut adalah :

1 1 1 14 14 -1/

Jadidiperolehmatriks P= |2 0 2f[;p =i 12 o0 -2 |

-1 -1 1 174 14 14
0 0 0
dan matriks D = 0 12 0 Dengan demikian diperoleh :
0 0 1

Q@)+ 2" 4y - )"
MI! =PDIIP—1 — 1/2 1[2 1[2
M) -@2™ sy + )"t
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-a,-, M4 + a2)™ 14 - a2yt ag
Jadi | bal= 12 12 172 bo

cul {(Uy-2™Y 14 (1) + (12" cy

Sehingga an= (12)""! (ao-co)+ 14 (ao+bo+co)
= (1}'2)'”’1 (ao-co) + 1/4; karena (ap+bg+co) =1
bn= (172) (ac+bo+co)=1/2

Cp = (1f2)"+1(-a0+co)+1/4 (ap+bo+co)
= (1/2)"* Y (-ag+co) + 1/4

Dengan demikian pada generasi ke-n diperoleh tumbuhan yang genotipnya
AA scbanyak (1/2) lag-¢ o)+ 1/4 bagian; yang genotié)nya Aa sebanyak
1/2 bagian dan yang genotipnya aa sebanyak (1/2) " 1(-a 0+ coy+l/id
bagian.

Hal ini menunjukkan bahwa sctiap generasi selalu menghasilkan
tanaman dengan sifat yang tidak unggul karena banyaknya tanaman dengan
sifat yang tidak unggul karena banyaknya tanaman bergenotip aa tidak nol.

Contoh 2. Seperti pada contoh 1, tetapi semua iumbuhan dikawinkan
dengan tumbuhan yang genotipnya AA. Kemudian generasi pertama
dikawinkan dengan tumbuhan yang genotipnya Aa, generasi kedua
dikawinkan dengan tumbuhan yang genotipnya AA, dan seterusnya pola
perkawinan bergantian ini diperlakukan. Setelah generasi ke- n,
bagaimanakah distribusi dari ketiga genotip yang mungkin dalam populasi
tersebut?

Seperti pada contoh 1, dimisalkan pada generasi ke-n tumbuhan yang
genotipnya AA sebanyak a, bagian, tumbuhan yang genotipnya Aa
sebanyak b, bagian dan tumbuhan yang genotipnya aa sebanyak ¢, bagian.

Berarti ag, bg, dan co merupakan distribusi permulaan dari
genotip-genotip itudanan + b+ cn=1,dengann=0,1,2, ...

Untuk n =0, 1, 2, .... tabel peluang pemunculan genotip yang dimiliki
oleh turunan ke-2n+1 untuk kombinasi dari genotip yang dimiliki oleh
kedua induk adalah sebagai berikut :
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Incluk AA-AA Aa-AA aa-AA
Turunan
AA 1 1/2 0
Aa 0 1/2 1
aa 0 ¢ 0

Berarti untuk n = 0, 1, 2, ... berlaku sistem persamaan berikut :

apm+i = a2 +1/2b2,

il

ban+1 12b2¢ +cC2n - {(2)

coam+1 =0
Untuk.n = 1, 2, .... tabel peluang pemunculan genotip yang dimiliki

oleh turunan ke-2n untuk kombinasi dari genotip yang dimiliki olch kedua
induk adalah sebagai berikut :

Induk Aa-Aa Aa-Aa aa-Aa
Turunan
AA 1/2 1/4 ¢
Aa 1/2 1/2 1/2
aa 0 1/4 1/2

Berarti untuk n = 1,2, ... berlaku sistem persamaan berikut :

a2 = 12a4-1 +1/4bzp—
b = 1]’23}1—1 + 1/2'32;;—1 + 1/2(:?;;—1 = 1[2 - (3)
¢ = b1 + 12¢211

Dari sistem persamaan (2) dan (3) di atas diperoleh sistem persamaan
berikut :

I azm+1 = 3daz-1 +12bay—1 + Udcan—g
b+l =1d4axm-1+12bo-1 +3/4c2:—1
Coa+1l  =0,untukn=9012,..

dan juga
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I azx =12am-2 +38bum-—2+1dcu-2
boy - =172
¢ =18ba—2+1Mdcag-2untukn=172,...

Sistem persamaan I dapat ditulis sebagai berikut :

22041 34 12 14 a2n-1
bas+1y = | 14 12 34 A bar-1} dengann=0,1,2, ...
C 2+l 0 0 0 C 2
a2n+1 3412 1/4 -a -1
Jikax @ D= | bol s My =| 14 12 3 L x@ D3 oy maka
sistem
C2n+1 0 0 0 . -1
persamaan di atas menjadi :
@) oM x @D vp=0,1,2, ... ()
Karena persamaan (4) berlaku untuk setiapn = 0, 1, 2, ..... maka
x @D My x@TD oM @Y = =My
Selanjutnya dicari M 1" dengan prosedur seperti pada contoh 1.
3/4--4 172 1/4
det (M1 - AJ) = det V4 12-1 34| =-141 (4A-1)(A-1)

0 0 -4

Berarti nilai-nilai cigen vuntuk matriks M adalah 0, 1/ dan 1.
Vektor-vektor eigen untuk nitai-nilai eigen yang bersesuaian berturut-turut
adalah :

'
[
|
(=
=1
5]
=]
[=T I ]
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1 1 2 0 0 0 0 0o 1
JadimatriksP—-;—Z Q1 11;D=0 14 0 anP "1 ={1/3 213 -5/3

1 0 0 0 01 13 1/3 13

Dengan demikian diperoleh :

2, 1 2 2 2 23
37 3@m 30 34 3 34
- 1 1 1 2 1 5
M:i?=PD"Pl= | z- == 3+t 3t
' 37 3@ 3 34 3w
0 0 0
Jadix @D =M1"x
2 12 2 s |l oz of {ao
37 3@y 33 34N
1 1 1 2 1 5 0 112 1 bo
= |x- > +—=— Ft =0
0 0 0 0
2, 1 l(g_z+l(z 112 2 |[ao
=1_11(1'1+1(1 2 \1 . 2 ||be
37 34 - P 3(4")} 2 \3 3(4"))3 34"
L 0 ) 0 Co
Berarti a = = 2a0-bo-4c
i am+1=3 6(_4" (2a0-bo-4co)
bont1 = %— + 6(14,, (230 +bo +4c0)
con+1 = 0
Dari hasil di atas, pada generasi ke-2n+1, dengan n = 01,2, ...
diperoleh banyaknya tumbuhan yang bergenotip AA sebanyak% + —6(14")

(2ao-bo-4co) bagian; bergenotip Aa sebanyak 3 + "5(1? ( 2a0+tbo

+4c o) bagian; dan tidak ada yang bergenotip aa.
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Hal ini menunjukkan bahwa dari setiap generasi ke-2n+1 diperoleh
tumbuhan dengan varietas unggul untuk sifat yang ditentukan oleh genotip
A tersebut.

Dengan cara serupa diselesaikan persamaan 11 di atas dan diperoleh :

5 1
am= 13 + —= (2ag-bo-4co)
6(4")
1
bZn =7-2
Can = L + 1 (-2ag+bo+4co)
12 6(4”)

Dari hasil ini, pada generasi ke-2n, n = 1,2, .... diperoleh banyaknya
.—6%) (2ap-bo-4co)
bagian; bergenotip Aa sebanyak 1/2 bagian, dan bergenotip aa sebanyak 'il'z'
1
6(4"
Hal ini menunjukkan bahwa setiap gencerasi ke-2n, dengann =0, 1, 2,

tumbuhan yang bergenotip AA sebanyak -157- +

)(-Za o + b o + 4c ¢)bagian.

... selalu ada tanaman dengan sifat yang tidak unggul.

Dengan menggunakan prosedur perhitungan di atas, dapat diduga

distribusi sifat pada generasi ke-n.

Penutup

Jika diketahui distribusi penotip dan perkawinan dalam suatu
populasi maka dapat diramalkan distribusi genotip tersebut setelah generasi
ke-n. Hal ini dapat dilakukan dengan menggunakan perhitungan
diagonalisasi matriks yang komponen-komponennya dapat diperoleh dari
peluang pemunculan genotip turunan ke-n .untuk kombinasi dari genotip
kedua induk. ' '
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Konsep-konsep nilai dan vektor eigen serta diagonalisasi matriks
bukanlah konsep-konsep abstrak yang tidak dapat dfgunakan untuk
menyelesaikan masalah-masalah nyata. Contoh yang disajikan dalam tulisan
ini bukanlah satu-salunya bidang yang menggunakan konsep- konsep
tersebut melainkan masih ada bidang-bidang lain yang juga menggunakan

konsep-konsep tersebut meskipun tidak dibicarakan dalam tulisan ini.
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